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/—Résumé
L

a méthode de calcul des coques minces a sym)
trie de révolution, exposée dans le présent article, se
distingue des méthodes classiques exposées dans la
littérature par le recours a l'analyse tensorielle. La
démarche consiste @ construire un repére curviligne
intrinséque approprié a la forme de la coque envisa-
gée, y évaluer les grandeurs vectorielles et tensoriel-
les et y écrire les équations issues de la théorie de
l'élasticité, prenant en compte simultanément les
déformations de membrane et de flexion.

Ainsi, les déplacements, tenseurs des déformations
et des contraintes sont exprimés dans le repére curvi-
ligne. Il en est de méme des équations d'équilibre,
des conditions aux limites et de l'expression des
efforts.

Deux méthodes de résolution sont proposées dans
le cas d'une coque sphérique. Il est possible d'étendre
la démarche a d'autres formes de coques et, plus
généralement, a des coques de courbure, épaisseur et
charges variables.

Il est, enfin, envisageable de construire la matrice
de rigidité d'un élément de coque et d'insérer ce der-
nier dans un programme d'éléments finis.

Mots clés : coque de révolution - normale - tangente

- courbure - paralléele - méridienne -

membrane - flexion.
1 INTRODUCTION

La présente étude a pour objet de présenter une métho-
de de calcul des coques minces a symétrie de révolution et
de déduire leur comportement sous l'effet des efforts de
membrane ainsi que des efforts de flexion.

La démarche suivie consiste, d'abord, a élaborer des
régles de calcul propres & ce type de structures, compte
tenu de leurs formes géométriques, puis d'appliquer,
moyennant l'introduction de notions appropriées, les lois
de la mécanique, notamment celles de 1'élasticité et, enfin
de proposer des méthodes de résolution des équations qui
en résulteront.
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Le type de structures dont nous envisageons I'analyse et
leur forme particuliére nécessite le recours a I'analyse ten-
soriclle, instrument indispensable, dés qu'il s'agit d'évoluer
dans des espaces courbes. Enfin, et bien que nous nous
emploicrons a simplifier les équations, 1'application a des
cas de coques, autres que sphériques, d'épaisseur et de
charge variables, nécessite la mise en oeuvre de méthodes
numériques.

2 GEOMETRIE DES SURFACES DE
REVOLUTION

2.1 Définition

Une surface de révolution est une figure générée par
une courbe, la génératrice, qui s'appuie sur un cercle, la
directrice, ou cercle directeur, tout en tournant autour de
I'axe de ce cercle. L'ensemble des courbes génératrices
sont appelées méridiennes, les cercles paralleles a la
directrice sont appelés paralléles.

L'étnde du comportement des coques, en général, se
fera dans un systéme d'axes de coordonnées intrinséques
dont nous commengons par indiquer le mode de construc-
tion.

2.2 Systéme de coordonnées intrinséques
a) Surface de révolution

L'équation d'une surface de révolution, rapportée a un
systéme d'axes de coordonnées cartésiennes Oxyz, est de la
forme :

x2+ y2=fYz) (1)

Le systeme de coordonnées utilisé, dans l'analyse
des coques, est un systéme trirectangulaire dont les axes
sont, respectivement, dirigés suivant la normale exté-
rieure a la surface et les tangentes respectives, a la

29



5o e o
\\ |
L4 N\

* Figure1 ¥

parallele et a la méridienne. Si un tel systeme existe, il
définit une transformation de coordonnées permettant le
passage de l'ancien repere (x,y,z), x' en notations tenso-
rielles, au nouveau repére (@, 6), ou o',

Recherchons un tel systéme de telle sorte que soit
vérifiée I'équation (1). Cette dernidre peut se mettre
sous la forme :

g =x"+y* ~f2@z)=0

On sait que N= grad ¢ est un vecteur normal 2 la surfa-

ce dont les composantes sont :
. 2x
N =<5 2y

-26f!

_l:e vecteur unitaire n normal 4 la surface esl, alors, égal
a N que divise son module :

%, T
NE —
N
ol
‘R.l=21/x2+yz+fzf'2
Compte tenu de (1),
|§|=2f T
De ce fait,
- 2x =q
|n|=+ 2y =B (2a)
NI -26f' =y
o +Br ey =1 2b)

Des relations (2a) on déduit que :

2 e

14412

ou

i s (2¢)
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Posons, par ailleurs, B = o . tgg, il résulte de (2b) :
BZ . Y 2 cosz ¢
of =1- 'yzsinztp (2d)
3 2
T =y
Les composantes du vecteur unimire_n'nonnal 2 la surfa-

ce s'expriment, en vertu de (2c), en fonction de la seule
composante y, donc de f'(z).

Les relations (2a) indiquent le passage du systéme de
coordonnées caractéristiques aux coordonnées intrinséques.

Explicitement cette opération se traduit par les relations :

x =f(z)cos @
y =f(z) sin @ (3)
z =z(f)

Les composantes des vecteurs de base du nouveau repe-
re, langents, respectivement, a la parallgle et & la méridien-
ne, sont :

= (f(z) cos @) cos @ S8 f(z)
99 30

P (LT IIRRCEI R gy [pon,
a9 90
S _dz of LR
dp df  dg 90 df 3¢

La condition d'orthogonalité du systéme exige que le
produit scalaire des vecteurs de base, pris deux a deux, soit
nul. En particulier,

LY

[ [}

Cette condition est satisfaite si f(z) est fonction de 6
seul ; par conséquent, il en est de méme pour z et .

1l est commode de poser par la suite :
Y = cosf
Il en découle, compte tenu de (2c)
f "= cotgh
Les composantes de n sont, alors, d'aprés (2a) et (2d) :
a=sinf.cos¢ B=sinB.sing y=cos® (@)
A Application a la sphére :

Dans le cas d'une surface sphérique, de rayon R

2 aR%:2
-Z

JR® -2

f'= = - cotgf
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z=R.cos 0

d'ol

R. sin6 . sing

R. sind . cosp &)
R. cos®

X
y
Z

b) Coque de révolution

Une coque de révolution est un corps volumique généré
par une surface de révolution dont chaque point se déplace
le long de la normale sur une distance h appelée épaisseur.

L'épaisseur h peut étre petite ou grande par rapport au
rayon de courbure ; on est alors en présence d'une coque
mince ou d'une coque épaisse. En outre, I'épaisseur h peut
étre constante ou variable.

Pour construire un systéme de coordonnées intrinsg-
ques A une coque, NOus envisageons un repére mobile
d'origine 0, située sur la surface moyenne, dont les axes
sont dirigés, respectivement, suivant les courbes parallles
et méridiennes et suivant la normale extérieure a la surface
moyenne.

On mesure au point 0 les coordonnées (¢, 6) et on
compte, & partir du méme point, la coordonnée t d'un
point courant M, mesurée suivant la normale a la surface
moyenne.

Nous conviendrons que le triddre est direct dans le

—_— — —

sens ( €o M, Cg )

Com_pl.e tenu de cette convention, un rayon vecteur
T=0'M , repéré a partir d'une origine arbitraire 0', se
décompose comme suit :

b el e
r =r°+p

W—
our®=0"0estle rayon vecteur d'un point 0 pris sur la sur-
face moyenne el_p' =0M est pris suivant l‘épaisseur de la
coque dans la duecuon de la normale ; comme p = n
l'expression der sécrit:

— —

r=r®it.n (6)

Les grandeurs affectées de l'indice (°) se rapportent a la
surface moyenne. Connaissant les composantes deT °etde
;: il est aisé d'écrire, pour la coque, les composantes de?,
donc les relations de passage du systtme de coordonnées
cartésiennes aux coordonnées intrinséques. Par excmple,
pour une coque sphérique le passage se traduit par :

x =(R+1). sinb. cosp

y =(R+1). sinb. sinp (7
z =(R +1) .cosO
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L'expression des vecteurs de base d'un tel systéme se
déduit de (6), par dérivation du vecteurr :

" _ 91 _3r o
da'  da oo’
et, en définitive :
6 =0 +r2L ®
2o

Le tenseur métrique fondamental, se réduit a ses com-
posantes diagonales en raison de l'orthogonalité des axes de
coordonnées ; ces composantes sont :

Buo ™% % Bymm,-8,

G G Bu=or.o
Appliquées a I'exemple de la coque sphérique, ces rela-
tions donnent :
= R+ 1)2. sin’0 8po=(R+ [)2 gu =1 (9a)
Sur la surface moyenne ( t = 0), le tenseur métrique fon-
damental se réduit a :

g4 =R .5in’0 goo =R’ go=1  (9b)

¢) Courbure d'une surface
La courbure, ou son inverse le rayon de courbure, est
une caractéristique essenticlle des coques. Nous exposons,

ci-apres, une méthode pratique pour sa détermination.

La géométrie différentielle nous enseigne que la cour-
bure d'une figure géométrique est donnée par la relation :

- 3

dz

B.n =-
d? (10a)

dans le cas qui nous intéresse r est le ravon vecteur de
coordonnées ((p,e) et dl la longueur de ar . Exécutons la
double dérivation par rapport aux coordonnées o' et o,
&l ‘3 &

S e R i e e el

didal dl d ga' al
Remarquons que : .
di’*=g; . do . dod
2 > B
a_l' =8y r;
da' da!

r§ est le symbole de Christoffel de 2° espéce du systéme
de coordonnées. Muluphons scalalremcm les deux mem-
bres de (10b) par n, et remarquons que T ek Oy, 8, tant
le symbole de Kronecker (§,, =1 si k =t et §, =0 si
k # ) d'une part, et que le deuxiéme terme du second
membre de (10 a) disparait comme produit scalaire de deux
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vecteurs orthogonaux, d'autre part, on obtient la relation :

(h.gy+T})da'. dou’=0

Cette relation est vérifiée si est vérifié le sysi2me
d'équations linéaires :

(B.gy+T})da'=0

dont les doi' sont les inconnues. On sait que pour qu'il exis-
Le une solution, non nulle, de ce systéme d'équations il faut
que le déterminant de la matrice des coefficients des
inconnues soit nul. On remarquera, par ailleurs, que cette
matrice se réduit & une diagonale car les termes pour les-
quels i et j sont différents sont nuls, et on déduit :

1

Hi=- g_"r:i=r§t
sachant que :
; )
r;‘=+l i
2 gy

I'expression de la courbure d'une surface de révolution est :

Ki=1/R;=T,

Les coques repérées par deux coordonnées angulaires
poss2dent deux rayons de courbure. Ainsi, pour la coque
sphérique, les courbures sont :

1 1

Ho R+t Ho R+t

qui se raménent, sur la surface moyenne (t=0),a:

1
,,L' = “0 = E
Remarquons que pour une sphére les deux rayons de
courbure sont égaux. Si la coque a la forme d'un paraboloi-
de de révolution d'équation :

x2+y2=-2pz

on arriverait par un raisonnement similaire aux relations
suivantes :

X =(p.1g0 +1.sind). cosp
y =(p. tg0 + t. sinB) .sing
z=-p.1g’0+1.cosb

On peut déduire aisément les composantes des vecteurs
de base, ainsi que le tenseur métrique fondamental. Les
rayons de courbure ont, alors, pour expression :

R =_P - A L
* cos® ®  cos’e
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On peut déduire des considérations qui préctdent
I'expression du tenseur métrique fondamental et de sa raci-
ne carrée au point M, en fonction de leur expression en 0'
(sur la surface moyenne). Ainsi, par dérivation de (3), et
multiplication scalaire des deux membres par e, on a,
apres transformation

Ves =VEu -(1+UR; )

On déduit les composantes du tenseur métrique fonda-
mental :

ga =8y (1+URy)’

11 arrive, parfois que compte tenu du rapport des dimen-
sions de la coque, (/R << 1), on se contente de
I'approximation suivante :

8i=8i-(1+2VR)
Ces grandeurs interviennent dans la dérivée covariante
des tenseurs et on les rencontre, essenticllement, dans

I'expression du tenseur des déformations.

3 ELASTICITE APPLIQUEE AUX COQUES DE
REVOLUTION

Les coques minces sont caractérisées par un rapport
épaisseur sur rayon de courbure (h/R) trés petit. De ce fait,
les contraintes qui agissent dans la direction de I'épaisseur
sont nulles ou négligeables.

Donc g =0

De méme les déformations angulaires (e“) sont nulles.

On sait, par définition, que les composantes covariantes
du tenseur des déformations sont :

1
£;= ; V; u; + Viuj)

En conséquence de ce qui précede
Vi, =-Vu,

3.1 Déformations et Contraintes
3.1.1 Champ de déplacements

La théorie de I'élasticité nous enseigne qu'une particule
€lémentaire autour d'un point M d'un corps subit une trans-
lation, une rotation et une déformation pure. Cette derniére
est négligée car insignifiante. Le déplacement ¢lémentaire
de M a, alors, pour expression.

du=® A dp (11a)
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ol ® =1/2. 70t U est le vecteur rotation ct_s le rayon vec-
teur de composantes (0, t,0) dans le systtme de coordon-
nées intrinséques. —

Intégrons du le long de OM, il vient :

u(M)=u°+(1)Ap—Id0)Ap
am

L'expression sous le signe de l'intégration se rameéne,
apreés transformation, &

-
— - — -

do A p=a—(_‘:.(dpz\ p)=0
ap

car le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaircs_;;, et
(dp) , estnul. Il reste :

%
u=u +OAp

—_ - -
.

(11b)

3.1.2 Composantes du vecteur rotation

De (11 a), aprés dérivation par rapport a t, il découle,

o
- =~ 3 — -
i ,
woan=—=c¢.Vuy=-e¢'.Viu,.
ot

ou V, est le symbole de la dérivée covariante de u; par rap-
port a t. Aprés avoir effectué les opérations vectorielles et
&tre revenu aux grandeurs physiques des tenseurs, les com-
posantes physiques du vecteur rotation ont pour expression

w =0 w =-

l(d“t_)
. "R

3.1.3 Tenseur des déformations

Le vecteur déplacement de M est :

e

U=u +®A p

Ses composantes covariantes sont :

8ii

= u-t. Va,

Formons la dérivée covariante de u; par rapport & une
coordonnée arbitraire o

Algerie EQUIPEMENT

Apres avoir effectué les opérations de dérivation cova-
riante et &tre retourné aux grandeurs physiques, et sachant
que la dérivée ordinaire par rapport a @ est nulle, en raison
de la symétric de révolution, nous trouvons finalement que
les composantes du tenseur des déformations se présentent
ainsi :

£ =& +1.®colg 0
Lad L a4 L4

ol

g - 08 0) (12)

La composante langentielle ( €4 ) du tenseur des
déformations est nulle en raison de la symétrie de révolu-
tion du systeme.

3.1.4 Tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes se déduit du tenseur des
déformations au moyen de la loi de Hook généralisée. On
obtient, ainsi

(1 —Vz) (13)

E

. B s
(v

& +ve”)

3.1.5 Efforts normaux dans la coque

Ce sont les forces N et Ng qui agissent normalement 2
une scction de la coque, respectivement, suivant la tangente
Tp 2 une parallele ct la tangente Tq 2 une méridienne. Elles
ont pour expression :

Ng =LG"' Ty ds
(14)
Ne = [ Gm Te .dS
s
Dans le cas d'une coque sphérique
To.ds=R.sin6. do. dt et To-ds =R.dO.dt
33



Remplagons o, et Ggy par leur expression et exécu-
tons les intégrales (14), nous obtenons : i

_ Eh 0 0
e -y (S" +v£°°)
Eh .o .. 0 (15)
ng= . (e.o +v£w)
1-v

ng et ng sont les efforts normaux, par unité de longueur, de
parallgle et de méridienne.

3.1.6 Moments de flexion dans une coque
Les composantes du moment des forces de contraintes
agissant en un point M de la coque sont, par définition

M¢ :Lt.c“ .ro.ds

M =-] to . .t .ds
%] s 9 9

Remplagons Gy , Ggg , T, Ct Tq par leur expression et
intégrons par rapport a t (-h/2 < t< h/2) .
Les composantes du moment, par unité de longueur,

autour de la paralle et de la méridienne sont, respective-
ment, dans le cas d'une coque ique :

D
n1'=li{.(

+v.m'.cocge)

D do
mg=- E (w’. cotg 0+v.—)

avec
Ehl

D:_
12(1-v?H

D est la rigidité de la coque a la flexion.
3.1.7 Effort tranchant

On démontre, par des considérations énergétiques, que
I'effort tranchant, par unité de longueur de paralléle est

1
R.sin 6

[myc0s0 +-L (m_sin6)] an
d0

3.2 Equations d'équilibre

Supposons la coque soumise & une force extérieure ré-
partie d'intensité p par unité de surface. 11 est, alors, aisé de
déduire les équations d'équilibre par application du
théoréme du minimum de I'énergie potenticlle. Il en résulte
les équations suivantes :

(m,+n, )sind - -4 (Qsin®) =p, Rsin 0 (182)
* ®

34

d z 2 .
n'.cose - ; (n, .5in 8) - Q.sin® =P, R.sin© (18b)

i P, €t pg sont les composantes normale et tangentielle, sui-

vant une méridienne, a la surface de la coque, de la force
par unité de surface.

Ce systéme d'équations, dont les fonctions inconnues
n, , ng et Q peavent s'exprimer en fonction des déplace-

ments ug et u, , définit complétement le comportement de
la coque.

3.2.1 Théorie de la membrane

Si l'appui de la coque est tel que les bords puissent
tourner librement, les moments de flexion sont, alors, né-
gligeables et on obtient une bonne approximation en ne
considérant que seuls les cfforts normaux, ou forces de
membrane, sont susceptibles de se développer de fagon sig-
nificative. Dans ce cas, les moments de flexion et les ef-
forts tranchants sont ignorés et les équations (18)
s'écrivent :

n,.sin@ +n‘.sin6 =p,Risin® (19a)
d . .
n’.cose -;(nu .smO):pe Rsin® (19b)

Pour résoudre ce systeme d'équations différcntielles du
premier ordre en n, et ng , il faut connaitre I'expression de

P, €L Py.

Supposons, cas le plus courant, que la coque soit
soumise a une force verticale, son poids propre, de densité
p par unité de surface ; la projection de cette force sur les
axes de coordonnées intrinséques donne alors :

p, = -pcosB et p,=psin®

Eliminant n, entre (19a) et (19b), il vient :

sin9.—°+2.n°.c059=—pR
a0

Ceute équation admet pour solution générale

n,= (pR . cosB + A) /sin )
ng doit rester fini au voisinage de 6 = 0. Pour cela, il faut
que le numérateur s'annule en ce point. Donc,
A=-pR

L'effort normal & la méridienne par unité de paralléle
est, apres simplification,

|'|e = —.L
(1 +cos0)
Pour les angles d'ouverture habituels (6 < 90°), ng est
un effort de compression.

On déduit, sans difficulté, I'expression de n,. L'équation
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(19a), nous donne, par exemple :

n =—'L.(co329+0056-l)

® (1 +cosB)

n, est un effort de compression qui s'annule pour un angle
0 voisin de 52°, pour devenir effort de traction au-dela.

Si la force répartie p était normale a la surface de la
coque (pression hydrostatique), nous aurions abouti, par un
raisonnement identique, a la répartition suivante des forces
de membrane :

S}

9 ) 2
3.2.2 Flexion des coques
a) Méthode des inconnues hyperstatiques

Pour I'étude de la flexion des coques on utilise les
équations (17). Toutefois, des études détaillées ont montré
que la flexion n'est significative qu'au voisinage des
bords. Ailleurs les forces de membrane sont prépondé-
rantes. Pour tenir compte de cela et simplifier la résolution
du probléme, on suppose que la coque est soumise a des
forces, équivalentes aux forces de membrane, appliquées
sur ses bords, de telle sorte qu'elles produisent le méme ef-
fet que les forces réellement appliquées. En ignorant le
second membre, les équations (17a) et (17b) deviennent :

nsin +n_.sin - 2 (Qsind)=0

(19)

n_.cos8--2 (n_.sin@)-Q.sin0=0
9 4o ]

Ces relations sont satisfaites pour

8|3

n,=Q.coigh n

Reprenons, par ailleurs, l'expression des déformations
sur la surface moyenne de la coque, données par les for-
mules (12).

. 0
Dérivons €

isl:-%(%-u,)«»—l—(——"w.)mw
= L(ul+ue.ootge).colgﬁ
%e:’=m'+(e"-e;).oo139
or
ig° =Li(n T ):L(."I_Q-v.cotge.gg)
w " Eng * ° En g’
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et

0

Remplagons s:‘ et €, ainsique leur dérivée en

fonction de I'effort tranchant Q puis ordonnons et simplifi-
ons l'écriture ; on obtient 'équation différentielle :

2
-Eho =ﬂ+cotg6.ﬂ-(cotg92-v).q
M -k do

Par ailleurs, la relation (17) peut s'écrire :

dm
RQ=(m,‘,+me).col[,;6+?o

D d(l)
Q=—.[-v Y (—E +v ® cotgh )] +
R do
d do
S (—2 +v o .cogh))
& CB v »

Ordonnons et simplifions 1'écriture de cette équation qui
devient :

P
D d’e

QRz d*e

+ cotgh . R 2 (cozg’e) +V). o,
do

On obtient, en définitive, le systéme d'équations :
2

-gzi +cotgf . 48 - cotg 82Q =-(Eh(n’ +v Q)

a0 do

d*w
hd

do, 2 2
+colgh. —= - colg 0.0,=QR" +vo)
&

Négligeons dans les deux équations (20) v devant
cotgf. Ilreste :

2
-‘% +cotgh . .7 I co1gh.Q =-E h(o,
do do
(21
) dw 2
? +cotgh . —= -cotgze.m it 8
o’ ’

Ainsi, l'équilibre des coques de révolution sollicitées en
flexion s'exprime au moyen de deux équations différen-

tielles, en Q et 0, a coefficients variables.
Remarquons qu'au voisinage du sommet (8 = 0), cotg@
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devient trés grand. Or, les expressions contenant cotgf doi-
vent rester finies. Pour cela, il faut que les facteurs de ce
terme soient rés petits et comme ce sont des fonctions ré-
gulidres et monotones qui ne doivent pas varier brusque-

ment, ils resteront petits dans le domaine de variation de 6.

11 en résulte que les dérivées de Q et @, d'un certain or-
dre sont négligeables devant leurs dérivées d'ordre supé-
rieur, Négligeons, alors, Q, o, ainsi que leurs dérivées pre-
mieres dans les équations précédentes ; le systéme
d'équations d'équilibre se raméne a :

2
IR i
%° ®
(22)

2
dm. R?

i
@ D

Dérivons deux fois la premiére équation et remplagons
le second membre par son expression déduite de la
deuxiéme équation ; on obtient une seule équation en Q et

une seule en g, qui s'écrivent :

4
g-&ﬂ‘.Q-O (a)
a0
(23)
d‘m 4
? +4)". =0 (b)
.~ 2 2
ot a'=ER_ _1.a-vy. R
D h?

La solution générale de I'équation différentielle (23a)
est de la forme :

Q=e'u (A cos A9 + B sin A8) +

em(Coosm+Dsinl9) (24)

La solution particuli¢re dépend de quatre constantes qui
seront déterminées par les conditions aux limites. On sait,
toutefois, des nombreuses études réalisées sur les coques,
que les efforts croissent de 1a clé - ou sommet - de la coque
vers les naissances. Aussi, nous ne conserverons dans

I'équation (24) que le terme qui croit avec 6.

Posons pour plus de commodité 8 = o - y, o est
l'angle d'ouverture au sommet de la coque. Dans ces condi-
tions, la solution de I'équation d'équilibre peut s'écrire,
lorsque la coque ne présente pas d'ouverture au sommet :

Q=K.e™ .sin(Ay +1])

De cette relation, on peut déduire les expressions
suivantes :
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v effort normal suivant une méridienne :
n,=Q.colgd
v effort normal suivant une parallele :

=4Q
* g

n

¥ rotation autour d'une paralléle :

2
w59
® Eh ‘nz

v moment de flexion autour d'une paralléle :

2 3
m =D— ﬂ
¢ EhR 493

v moment de flexion autour d'une méridienne :

mu =-vm¢

La composante verticale du déplacement du bord ap-
puyé d'une coque est toujours nulle. La composante hori-
zontale du déplacement a pour expression :

8 =u,.sin © +u, .cos0
ou

§=R.g_sin®
Lad

1 1 ,dQ
Sw—a(ﬂ"vno)—a(;“VQ-colSB)

Négligeons Q. cotgh, le déplacement horizontal est en
définitive :

S =L sin® .d_Q_
Eh d0

Remarquons, au passage, que 8, qui croit comme le
rapport R/h, peut devenir trés grand ; c'est pour cela que
l'on prend la précaution de raidir le bord des coques au
moyen d'anneaux circulaires rigides. Il est possible, dés
lors, de résoudre un certain nombre de problémes a
l'aide des formules précédentes.

Considérons, par exemple, le cas d'une coque soumise 2
une pression normale d'intensité p par unité de surface, et
dont le bord est encastré. Pour résoudre le probleéme, on
considere le systéme équivalent constitué par la coque en-
visagée soumise 2 la résultante des forces de membrane
supposées appliquées sur le contour de son bord appuyé
(Figure 2).

Pour réaliser I'équilibre, on superpose une force de réac-

tion horizontale Ho. et un moment d'encastrement Mo dont
l'action combinée annule le déplacement et la rotation des
appuis.

Exprimons, tout d'abord, Mo et Ha en fonction des
données. Pour cela, écrivons la solution de I'équation
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Figure 2

d'équilibre en fonction de v :
Q=e¢™ (A.cos Ay +B. sin Ay)

Le probléme se ramene A la déiermination des con-
stantes A et B en fonction des conditions aux limites. Déri-
vons trois fois cette relation,

AR W)

dy
dz_Q =-A ﬂ -lze'ly
dy’ dy
[A (- sin Ay + cos Ay) + B (cos Ay + sin Ayl
3 2
% =242 o3 e™ (A conty + B . sindy)
dy dy

La rotation étant nulle aux appuis, nous avons :

2 2
0)': i 9_? et ﬂ o =0
Eh dy d.wz
d'od B=0
Par ailleurs
Q)v=o=-Ha.sina=A
m ) :D_dw") :.2,"J_Q)=£A
vy dy R 40 ERR
comme aux appuis m)..o =Ma il vient:

A=-Ho.sin a =- B pyva
)

Algerie EQUIPEMENT

Pour avoir I'expression de A, on doit écrire que la
force Ho produit un déplacement horizontal (60 sur le

bord qui annule le déplacement (8°) produit par les forces
de membrane,

Or,
8 =u, cos® +u,sind =R €, sin@
comme :
n,=ng=- ER
ks B
2
pR* (1-v) R
8)'_o Y =98
-dQ;
sa = yeo R sma:%mu:&"
dy
d'on
A=-PRA-V)
2K
En définitive :

Ha=(l-v)pR
2. Asina

2
Ma=-V)p R _PRh [ (1-v)
422 4 V3(1+v)
L'équation d'équilibre prend, en fin de compte, la
forme :

Qzﬁ(l ui pR e cos Ay
2
Comme

S o — e —

on a, aprés transformation,

m —PRh ’(1‘\‘) e'“ooslw
* 4 3(1+v)

On peut, a I'aide de ces formules, calculer les efforts en
tout point de la coque. .

NOTE : La méthode exposée ci-dessus, bien que fonda-
mentalement  différente dans sa démarche,
aboutit a des résuliats identiques a ceux de la
littérature spécialisée, notamment ceux figurant
dans l'exccllent traité "Théorie des Plaques et
Coques" de S. Timoshenko et . Woinowsky -
Krieger,
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A Application : Soit une coque de révolution sphérique
soumise & une pression constante p, avec

les données suivantes :
Rayon R=40m
Epaisseur h =12cm
Angle d'ouverture T 6.=30°
Module d'Young . E =3,510" /m?
Coef. de Poisson v'=02
Pression p =1,25 Kg/cm?

Les résultats du calcul figurent en annexe L.

b) Méthode des déplacements
(Méthode proposée par l'auteur)

Reprenons I'expression des composantes du tenseur des
déformations d'une coque sphérique,

1 1
L= ) (u, cog® +uJ+E o, cotg©

du dw

By * o — ) b —

R L

avec
1 1
"R

Négligeons les termes conienant cotgd comme trés
petits, ainsi que:

du du
L% devant L _° ,ilreste
R @ R @

U,
€ B2 e
® R

1 duo t dzut
B = (—= +U)-— —

R a0 a0

_ Les composantes du tenseur des contraintes déduit de la
loi de Hooke ont pour expressions :

du v, d°
o =——E—-[(1+v)u‘+v 0 —;—u‘-
(1-vHR R™ g9®

du d*u
009=—E——[—°—+(1+v)ul-[—2 |

(1-vhHR @ R™

Supposons la coque soumise @ une force verticale
constante p par unité de surface (son poids propre).
L'application du théoréme du minimum de I'énergie po-
tentielle conduit aux deux équations d'équilibre sui-
vantes :

4 (n, sin®)=-pRsin’ 6
®

D

—— —— (sin®

& d’ u, )+(n'+n°)sin9
4 2 2 R
R* & de

=-pR sin® cos®
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Développons ces expressions et négligeons les termes

contenant cotgb, ainsi que les dérivées d'ordre inférieur de-
vant les dérivées d'ordre supérieur. Par ailleurs,

Eh
n, +n,=(1 +v)no +? u,

Portons cette expression dans la deuxi¢me €quation ci-
dessus et opérons les simplifications convenues ; on obtient
le systéme d'équations suivant qui définit complétement le
comportement de la coque :

dn,
—— =-pRsind
do

4
d u,

wd

+

D Tg
-RT u=-p 0059~(1 +V)~R—

= |z

Divisons les deux membres de la seconde équation par
D/R* et posons :

2

2
=B Cvg 12 i
hz

D

a4t

Intégrons la premigre équation, ci-dessus ; on a:

n°=pRcose+K

On détermine la constante K en remarquant qu'au som-
met de la coque (8 = 0), n, est égale a la force de mem-
brane. Donc :

ny)go =P R+K=-pR2
d'ou :
K=-3 pR2

Portons cette expression dans la scconde équation
d'équilibre ; on obtient alors :

4
du,

do

4 4
1—4)“u,=-(2+v)pR cosO+1P—R—(l+v)
4 D 2 D

La solution de cette équation différenticlle détermine
completement le probleme. Il sera aisé, & partir de la, de
calculer I'expression des efforts en chaque point de la
coque.

Si la coque est soumise 2 une force normale 2 sa sur-
face, les équations précédentes se simplifient quelque
peu. On a alors :

K=-pR/2
4
u,N+ 42* u,=-1;v pR
2 D

La solution de cette équation différentielle est, dans le
cas d'une coque sans ouverture au sommet :

(1-v) pR*

u, =c™™ (A cos Ay + B sin Ay) -
2 a'p

Les constantes A et B sont déterminées par les condi-
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tions aux limites. Si la coque est encastrée les constantes
ont pour valeur :

A=B=U-Y) pR
2 a'p

Il en découle, alors :

m_=.RRh 1’ 1-v) ™ sin(l\u-f-)
M 4 3(1+v) 4

Q:._.“ . pRe'Wsin(X\V-l)
21 N

On voit que sur le bord encastré (y = 0) les valeurs du
moment de flexion et de l'effort tranchant coincident ex-
actement avec celles données par la méthode des inconnues
hyperstatiques.

On établit aisément I'expression des autres efforts.

= 0 0
. ¢ 2 @ R

A Application : On donne en annexe 11 les résultats du cal-
cul de la coque traitée dans le premier cas.

Cette méthode s'applique, également, au calcul des
coques de révolution de formes diverses telles que la
courbure, I'épaisseur et la charge soient variables. Pour

cela, on considére un élément de la coque d'ouverture §

tel que & << o et on assimile cet élément A une petite
portion de coque sphérique. On résoud le probléme en
assemblant ces éléments 2 l'aide de techniques appro-
priées. Il suffira, alors, de déicrminer les déplacements
et rotations aux points d'assemblage pour pouvoir y re-
constituer les efforts.

Le probleme a éé résolu par l'auteur et a donné licu au
programme de calcul XSHELL @

ANNEXEI:

I Méthode des inconnues hyperstatiques
v M, M, Q Ny N,
0 0,71 | -0,14 0,84 | -26,46 6,46
3 0,07 | -0,01 0,08 | -25,15 | -17,86
6 |-005 0,01 | -0,06 24,88 | -25,19
9 [-0,01 0,00 | -0,02 | -24,96 | -25,62
12| 0,00 | -0,00 0, 00 25,00 | -25,10
15 0,00 | -0,00 0,00 | -25,01 24,97
18 [ 0,00 [ -0,00 0,00 | -25,00 | -24,99
21 [ -0,00 0,00 -0,00 | -25,00 | -25 00
24 | -0,00 0,00 | -0,00 | -25,00 25, 00
27 0,00 | -0,00 0,00 | -2500 | -25,00
30 [ 0,00 [ -0,00 0, 00 25,00 | -25,00

ANNEXE II:

II Méthode des déplacements
Ve M, M, Q Ny N,
0 0,71 | -0,14 0, 84 -25,00 5,00
31-0,13 [-0,03 0, 08 25,00 | -17,70
6| -0,08 0,02 [ -0,06 | -25,00 | -25,31
9| -0,00 0,00 | -0,02 | -25,00 | - 25,66
12 0,01 | -0,00 0,00 [ -25,00 |-2510
15 0, 00 0, 00 0,00 | -25,00 24,96
18| -0,00 0, 00 0,00 | -2500 | -24,99
21| -0,00 0,00 | -0,00 25,00 | - 25,00
241 -0,00 0,00 0,00 | -25,00 25,00
27 0,00 |-0,00 0,00 25,00 25, 00
30 0,00 | -0,00 0,00 | -25,00 | -25,00

NB : Les moments sont exprimés en tm/m et les
forces en t /m.

® ¢ ¢ 0 ¢ 0o
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